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Riassunto. 


Si discute quali sono le condizioni di regolarita’ minimali su una famiglia di campi 
vettoriali X1,..., X,m di passo 2 in R” affinché valga la disuguaglianza di Poincaré sui 
dischi della matrica di controllo. 


Abstract. 


We discuss the minimal regularity assumptions on a family X1,...,Xm of vector 
fields of step 2 in R” which ensure the validity of the Poincaré inequality for the control 
distance. 
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Consideriamo una famiglia X1,...,Xm di campi vettoriali in R". Un problema colle- 
gato con lo studio dell’operatore }} X t. e’ quello di dare condizioni sufficienti affinché 
valgano: (i) la proprietà di doubling e, (ii) la disuguaglianza di Poincaré per la dis- 
tanza di controllo associata ai campi. Questo problema e’ stato ben studiato nel caso 
di campi regolari che soddisfino la condizione di Hérmander. In questo caso le dette 
proprietà sono state provate da Nagel Stein e Wainger [14] e da Jerison [7]. Questi 
lavori richiedono la regolarità C* dei coefficienti per qualche £ grande e apparente- 
mente difficile da precisare. Nel caso di campi diagonali uno studio di struttura delle 
palle e una disuguaglianza di Poincaré sono state provate da Franchi e Lanconelli [1] 
in condizioni di regolarità bassa. 

Nel recente lavoro con Lanconelli (9) si dà un metodo per la prova della disug- 
uaglianza di Poincaré secondo uno schema che richiede solo la regolarita’ C! dei campi, 
ma sì appoggia su una “rappresentabilità” dei dischi della metrica con mappe quasi 
esponenziali controllabili (si veda [9, Theorem 2.1]). Lo scopo del lavoro [12] che pre- 
sentiamo qui e’ quello, di mostrare che, nel caso di campi di passo 2, gli strumenti 
necessari per mettere in opera lo schema di dimostrazione di [9] possono essere svilup- 
pati in condizioni di regolarita” minimale sui campi (si assume che siano lipschitziani 
tutti i campi vettoriali coinvolti nello statement della condizione sul rango). 

Una caratteristica del risultato che presentiamo e’ quella di evitare (a prezzo di 
un calcolo diretto un po’ lungo ma molto espliciito, si veda la “formula esatta” nel 
Lemma 4) l’uso dell’apparato formale della formula di Campbell Hausdorff. 

Nel seguito indichiamo con d(x,y) la distanza di controllo tra due punti e con 
B(x,r) la d-palla centrata in x e di raggio r. 

Enunciamo ora le ipotesi sui campi. Scriviamo X; = Yk-1ffk, j = 1,...,m. 
Assumiamo che le f; siano localmente lipschitziane e che per ogni x € R”, j,k = 
1,...,m, le derivate 


GRAM = EI Le) 


esistano. Richiediamo in più che le funzioni X;fx — Xxf; siano continue per ogni j, k 
(qui t + e‘’z indica la curva integrale di X; che parte da x al tempo 0). Scriviamo 
poi [X;, Xx] = (X;fa — Xxfj,V) = Ji Fidi. Richiediamo che valga la condizione 
di Hòrmander 


span{X,(x),[X;, Xx](c) :,k=1,...,m}=R", perognireR”. (1) 
Assumiamo infine che per ogni compatto K C R” esista L > 0 tale che 


\fia(2) — fie(y)] < La(2,y), (2) 
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per ogni x,y € K. Osserviamo che grazie alla recente versione nonsmooth del teorema 
di Chow provata da Rampazzo e Sussman [15], la topologia definita da d è quella 
euclidea. Quindi, grazie a [5] e [3], la d—lipschitzianita’ (2) di f;x e’ equivalente alla 
limitatezza delle derivate distribuzionali lungo i campi, cioe’ 


ess sup|X;fjx(x)| < L, per ogni î,j=1,...,m, k=1,...,n. (3) 
TEK 


Fissato il solito compatto K, poniamo 
m m n 
L= b» IV fjllze) + ;» } esssup Xifial. (4) 
j=1 ii=1 ki K 
Tutte le costanti negli enunciati sotto dipendono da (4). 
Un esempio di campi che soddisfano le ipotesi fatte è il seguente: 
Esempio 1 Si considerino in R3 i campi 
Xi = ds, 7 r20(21, T3)Ora, Xa ai dx, 


con  lipschitziana e che soddisfa || > c > 0. In ogni punto esiste il commutatore 
[X1, X2] = (21, 23)0x, ed e’ Lipschitziano. Entrambe le ipotesi (1) e (2) sono quindi 
soddisfatte. 


Dati 2 campi X ed Y, definiamo localmente il “commutatore approssimato” exp*(s[X,Y]) 
nel modo seguente: 


eTVSY e VSX evSY ev5Xg se s > 0, 


cpr) = {C Gix- visir evsix visir (5) 


T ses<0. 
Indichiamo i campi e i loro commutatori con 
Y;= Xj j=1,...,m, {Fregio} = (Pod <i<i<mj. 


Definiamo inolre il “grado” d(Y;) come la lunghezza del campo Y; come commuta- 
tore. Data una n-upla I = (î1,...,în),é; = 1,...,9, definiamo la “mappa quasi 
esponenziale” associata ad / nel modo seguente: 


Ei(e,h)= (Iowa mtioca)A 
k=1 


dove, se d(Y;,) = 1, allora exp*(hxY;,)(r) = exp(hxX,)(c), mentre se d(Y;,) = 2 (per 
esempio Yi, = [X,,, X1,] per opprtuni px, lx € {1,...,m}, pr < dk) allora exp*(hxX,)(2) 
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e' definito in (5). Le mappe E; sono state gia’ studiate nel caso regolare, si veda [14], 
[8], [17], [13]. Qui stabiliremo alcune loro proprieta’ in condizioni di bassa regolarita’. 
Le sfere metriche risulteranno essere equivalenti alle / -scatole, definite da 


Box (2,7) = {r+ GX, (2), Ie <r}, Neli= max GIO. 


Il risultato e’ il seguente: 
Teorema 2 Preso un compatto K, per ognir € K er<ro c'e’ unan-uplaI tale che 
B(x,€2r) C Box;(2,617) C {Er(x,h) : [All < or} C B(x,Ceor) (8) 


dove Er e’ la mappa definita in (6). Le costanti c0,€1,€2,r0 dipendono solo da K ed 
Lin (4). 


Questo risultato e’ un parziale miglioramento di un recente risultato di Rampazzo 
e Sussman [15], nel quale si prova che, data una opportuna definizione di commutatore 
di campi Lipschitziani e di “condizione di Hòrmander”, la palla di controllo B(z,r) di 
raggio r contiene la palla euclidea Bgua(1, cr?) per raggi abbastanza piccoli. 

Il Teorema 2 da’ la rappresentazione dei dischi di controllo tramite la mappa E,, 
che e’ controllabile nel senso di [9]. Quindi la doubling e la Poincaré valgono. 


Teorema 3 Preso un compatto K © R° esistono C,To,Q > n, A > 1, dipendenti da K 
ed L in (4), tali che 


|B(1,2r)| <22|B(z,r)], #eKr<r, 0) 


f,iu(0) = ualdy sor f xute)laz, vue C'15) (10) 
B xB 
dove B = B(x,r) e AB= B(z,r). Quiup=f,u= Sa 


Ricordiamo che le disuguaglianze (9) e (10) sono gli strumenti di base per uno 
studio della teoria degli Spazi di Sobolev di ordine uno associati ai campi X;, si 
vedano ad esempio le referenze Saloff-Coste [16], Maheux e Saloff Coste [10], Franchi 
Lu e Wheeden [2], Garofalo e Nhieu [4] e Hajtasz e Koskela [6]. 


Passiamo ora a una breve descrizione degli strumenti utilizzati. La cosa principale 
e’ ottenere stime sufficientemente precise della matrice jacobiana della funzione h + 
Ex(x, h) definita in (6). Tutto puo’ essere fatto per campi C®, purche’ si abbia cura 
di tenere sotto controllo il fatto che le costanti dipendano solo da L in (4). 

Il primo risultato e’ la seguente “formula esatta”, che fa le veci della approssi- 
mazione di Campbell Hausdoff: 
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Lemma 4 Data una coppia X e Y di campi smooth, data una qualsiasi funzione 
u:R° + R, per s > 0) piccolo vale quanto segue: 


Lu(e VV e VIN el Pig) 


= Dx, Y] (ev?) (e-V3XevYev®X x) + 50x, Y] (ue VS” e -v3*) (evYevXr) 
Lf" fm) (der) 
Rito da" É 
vs È "& vd PA "à 
+ ri J [DX Y],Y] (ue VV ev gi (ely ev3X r)drdt. 


La prova si basa sul teorema fondamentale del calcolo e sulla “definizione” di 
commutatore 


d Y(u o e*)Y(eXx) = [X, Y](ue!*)(ez). 


Una volta provato il Lemma si tratta di riconoscere che la matrice jacobiana della 
funzione Ey(, +) si approssima come segue: 


Proposizione 5 Sia I = (i1,...,în), si ponga Y;, = UL, k=1,...,n. Allora, per 
ogni = 1,...,1 

d 

= E:(,h) =U;(x) + R;(z,h), 

Oh; 


dove, dato un compatto K, c’e’ un opportuno intorno V dell’origine tale che il resto 
R; soddisfa la stima 


sup|R;(c,h)| < Cilàll, Rev. (11) 
ceK 


Introduciamo ora, scelta una palla B(x,r), un “criterio di selezione” per la mappa 
esponenziale E;(x,-) candidata a rappresentare la palla. Questo criterio è basato 
sulle idee oramai classiche di Nagel Stein e Wainger [14]. Presa una n-tupla / = 


(î1,.... în) € {1,...,@}”, scriviamo d(I1) = Y}j14(Y,) e 


Ar(x) = det[X, (2), ..., Yi. (2)]. (12) 


Per la condizione di Hérmander di passo 2 (1), per ogni x c'è una n-pla I tale che 


Ar(2) # 0. 


Il Teorema 2 e’ una conseguenza del seguente teorema. 


Teorema 6 Dato un compatto K, esiste un intorno V dell'origine in R" tale che la 
mappa E;(x,-) e’ lipschitziana V per ogni I e per ogni x € K. Inoltre esistono ra > 0, 
€061,52 > 0 tali che, se x € K,r < ro, e I soddisfano 
1 
Ar(2)|r > > A «A 13 
|A, (2)|r 3 PE ngi 3(2)fr (13) 


allora 
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(i) Z|Ar(2)| < |det 2E2(x,A)| < 2]A,(2)] per quasi ogni h € R”, |Allr < €or. 
(ii) La mappa Ex(x,:) è iniettiva su {||Allr < or}. 
(iti) Boxr(x,e1r) C {Er(z,h): [lAllr < cor}. 

(iv) B(x,€2r) C Box;(x, €17). 


La prova del teorema è basata sull’idea di riscrivere l'uguaglianza nella proposizione 
(5) nel modo seguente: 
dE, I (©, h) 


dh, =U;(x)+ D Bia (£), (4) 


dove [bj] = |b;a(c, h)| < xrXVO 40) WA, ||Allr < €or. 


Qui x e’ una costante che puo’ essere resa piccola se eo e’ scelto opportunamente 
piccolo. Questo permette in definitiva di scrivere la matrice jacobiana di E come 
prodotto 


S Ey(e,h) =U(0)(In + 2”, h)) 


A questo punto, si puo’ calcolare il determinante e ottenere, grazie a (14) 


det Dea, h) = detU(x) det(1+BT(x,h)) = detU(z), 


se x in (14) e’ stato scelto opportunamente piccolo. La prova di (i) essenzialmente è 
conclusa. Le prove di (ii), (iii) e (iv) sono un po’ piu’ elaborate. 


Una volta che si ha a disposizione il Teorema (6), la proprieta’ di doubling segue 
con relativa facilita’dall’equivalenza c'A(x,r) < |B(x,r)] < cA(z,r), dove A(x,7) = 
Ir lAr(x)]r®. Infatti, presi x ed r e scelta / tale che (13) vale, si ha |B(2,e27)| < 
[Boxr(2,e17)| = |Ax(2)](e1r)) < cA(x, 627). La stima da sotto e’ analoga. 

Riguardo alla disuguaglianza di Poincaré si segue lo schema in [9]. Precisamente, 
si fissa una palla B(x0,€2r). Presi x e / che soddisfino (13), grazie al Teorema 6, la 
mappa h + Ex(x,h) e’ inoiettiva su Qr(eor) = {{lA]lr < cor} con eo > ei e il suo 

jacobiano soddisfa 3|A,()| < | det 22, (7, h)} < 2|Ar(x)|, per quasi ogni A, [|Ajlr < or. 
Inoltre, (8) da” Box,(x, €17) C {Er(z, A) : ||Allr < cor}. Nel linguaggio del lavoro [9], 
questo significa che, ponendo 


1 
Q,= {e € B(x0, €27) : |Ax(2)]r®0 > max |y(2)jr4}, 


la mappa Er : A x Qr(€or) e’ una mappa quasi esponenziale. Inoltre, possiamo 
scegliere / tale che |2,| > +|B(x0, €27)| dove N e’ il numero totale di n-ple. 
La controllabilita’ in [9] richiede che esista y : 27 x Qr(or) x [0, cr] tale che: 
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(C1) Per ogni (x, h) € Q x {All < cor}, t+> Y(2, A, t) e un cammino subunitario 
che connette x ed E(x, A), i.e. y(7, 4,0) = ©, y(e, A, T(e, A)) = E;(x, h) per un 
opportuno T(x, h) < cr. 


(C2) Per ogni (h,t) € Qr(c0r) x [0,cr], £ + y(x,A,t) e' una mappa iniettiva con 
derivate prime continue e Jacobiano lontano da zero, cioè info, x@;(cor)x{0,07] |det Li > 
c>0. 


I punti 7 e Er(z,h) possono essere collegati da una curva che e’ a tratti curva 
integrale dei campi X;. La costruzione e’ intuitiva, e puo’ essere formalizzata come 
segue: poniamo x; = ]];_;4, exp*(fU;)r. Sia A; > 0. Se d(U;) = 1, allora poniamo 
let y;(t) = ex; per 0 < t < h;. Se invece d(U;) = 2, ad esempio U; = [Xp;;Xt;}, 
allora poniamo 


eri x; 0<t< V/h; 
i=a/ipXi, J15%6: 
ne na vi stsV, 
OE een; 2g <t<3yE, 
eV Nr; e Xp; eV Xi ghia; t; 3Vh;<t<4Vh;. 


E’ facile constatare che il cammino y = Yn+::++% soddisfa entrambe le condizioni 
(C1) e (C2). La mappa x + (x, h, t) non e’ di classe C! come richiesto in [9], ma e’ 
un cambio di variabile Lipschitziano e questo e’ sufficiente per la prova in [9]. 
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